4. cviceni - TeSeni

Priklad 1 (a) 22y + 23 + 3 + 2y = 1, [w0, 0] = [1,0]

Implicitni funkce: Anulujme zadanou rovnici. Dostaneme: 2z*y+ 22 +1° + 2y —1 = 0. Zadefinujme
funkci F(z,y) = 2z%y + 23 4+ y> + 2y — 1. Nyni ovéfme predpoklady Véty 22. K ovéfeni podminky (i)
spo¢téme parcialni derivace.

Fy(w,y) = 82%y + 32 +y
F;(L y) =2z + 3% +

Ziejmé tedy ' € C'(R?), neb ma viechny parcialni derivace spojité.
Dosazenim snadno ovéiime, ze F(zg,yo) = 0. Zbyva tedy ovéfit podminku (iii). Plati

F)(z0,y0) = F(1,0) =2-1"+3-0°+1 =3 #0.

Podle Véty 22 tedy existuje oteviené okoli U C R bodu 1 a V' C R bodu 0 takové, Ze pro kazdé z € U
existuje pravé jedno y = ¢(x) € V t.z. F(x,¢(x)) = 0. Specialné plati, ze p(1) = 0, neb bod [xo, yo]
spliyje, ze F(x,y) = 0. Toho vyuZijeme pii vypoctu ¢’ (xo).

Prvni derivace ¢: Dle téze véty plati nasledujici:

Fy (20, p(x0))  Fy(1,0) 3

/ x = — = — - —— = _1.
#0) = g pan) © FLO) 3
Dale dle Véty 21 plati nasledujici.
F (x,y) = F) (x,y) = 82" + 1
Fy (2,y) = 242”y + 6
Fy,(z,y) = 6y
Druha derivace ¢: Spoctéme ¢”(xg). Zderivovanim rovnosti ¢'(z) = —% dostaneme dle
y b
Véty 20
¢ = (e e) - By ple) - File (@) - 5 Fy(apla))
(Fy(z, o))" \O Oz
0 / V 20 " /
0 V 20
ap v (@) = Fo (z,0(2) + Fy, (2, 0(2) - ¢'(2)

Dosadime [z, yo).

0
- Fu(@o, p(w0)) = Fy, (1,0) + Fy, (1,0) - /(1) =6 -9 = -3

Ox

0

g (@0, #(@0)) = Fyp (1,0) + FJy (1,0) - (1) = 9
Sa) = - (-3-3-3.9)=4

9
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Teéna nadrovina: kiivka dana rovnici 22y + 23 + 9% + 2y = 1 je na okoli bodu [zg, yo] grafem funkce
. Dosadime tedy derivaci ¢ do definici te¢né nadroviny.

T(x) = ¢(z0) + ¢'(20) ( — 20) = 0 — 1 (2 — 1).

T(x) je y-ova soufadnice te¢né nadroviny. Proto je te¢na nadrovina ke kiivce dané rovnici 2xty 4 23 +
y® + 2y = 1 v bodé [1,0] dana rovnici y = 1 —

Monotonie a konvexita:

Dle spocitaného je ¢'(zg) < 0 a vime, Ze funkce ¢ ma spojitou prvni derivaci. Plati proto, Ze prvni
derivace je na okoli xg zaporné, tedy funkce klesé na okoli xg. Analogicky z kladnosti druhé derivace v
bodé xg a jeji spojitosti zde plyne, Ze je funkce ¢ konkavni v zg.

Trochu jiny vypocet derivaci ¢:
Derivace ¢ by se dala téz spocitat takto:
Rovnost F(z,p(z)) = 0 nam dava rovnici
2t p(z) + 23 + o(2)® + zp(x) — 1 =0.

Jejim zderivovanim podle z dostaneme rovnici

82°¢(x) + 229/ (z) + 3% + 3p(2)*¢ (x) + () + 2¢'(z) = 0.

Upravujme.
/ 4 2 _ 3 2
¢ (z) (22 + 3p(2)* + ) = —8z’p(z) — 3z° — p(x)
/ 823¢(x) + 32 + p(x)
¥ (x) == 4 2
224 4+ 3p(x)? + o
Do posledni rovnice dosadime ¢(zg) = 0,29 = 1 a dostaneme ¢'(zg) = —1.

Zderivujme ziskany vztah pro ¢'(z). Dostaneme:

= 82°p(x) + 32° + p(x)
22t + 3p(z)? +
Al(z) = 242%p(x) + 82°¢ () + 61 + ¢ ()
B'(x) = 82 4 6p(z) - ¢/ (z) + 1
H(.T) _ _A/( ) (x> — A(x>B/<x)
B?(x)

A(.’L‘g) = 3,A/(.’L'0) = *8+ 6—1=-3

B(xo) = 3, B'(20) = 9

" -3.3-3-9 —4.9
=— =— =4

¢"(20) 9 5

Piiklad 1 (b) 2? + 2xy* + y* — 4° = 0, (0, %0) = (0,1)
Implicitni funkce: Zavedme funkci F(z,y) = 22 4 229 + y* — y°. Ovéime piedpoklady Véty 22.

Fy(z,y) =22 +2y%,  Fy(0,1) =2
/ _ 3 4 / _
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Ziejmé F € Cl(R) a F(0,1) =0.

Dle Véty 22 zadana rovnice urcuje na okoli bodu [zg,yp] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, Ze
¢(zo) = yo.

Prvni derivace ¢:

Podle vzorce z Véty 22 plati nésledujici.

Fl(0,1) -2

#(0) = TF0,1) -1

Druha derivace ¢:
Spocitejme nejdiive druhé derivace funkce F'.

F! (z,y) =2, F/.(0,1) =2

Fy(z,y) = 4y, Fy,(0,1) =4
F” Lz, y) = 4y, ng((), 1)=4
Fyy(z,y)

4z +12y° — 20°, F,,(0,1) = -8

Zz,

Piedpis pro ¢’ zderivujeme podle z, vyuZijeme Fetizkové pravidlo a stejné jako v predchozim piikladu
dostavame:

M) = — A(x)_B(x
S T e o)
kde
A(z) = (Fpp(z, () + Fy (2, p(2)) - ' (2)) Fy(z, (2))
B(z) = Fy(z, () - (F”( p(x)) + Fyy (2, o(x)) - ( )
A0) = (F,(0,1) + F/,(0,1) - £'(0)) F,(0,1) = (2+4-2) - (—1) = =10
B(0) = F,(0,1) - (F,, (0 1)+F’ 0,1)-¢'(0)) =2-(44+2-(-8)) =2-(4—16) = —24
Palk A(0) = B(0)  —10+24
N TN

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y=T(z) =p(xo) + ¢ (20) (x —20) =1+ 2(x — 0) =1 + 22

Monotonie a konvexita:

Prvnf i druha derivace vychéazi nulova. Na okoli bodu nemuZeme spocitat derivace funkce ¢, neb
neméame predpis a nemtiizeme vyuzit vzorce z Véty 22, neb do pfedpisu pro derivaci nemiizeme nic dosadit.
Nemiizeme tedy védét, zda na okoli bodu xy jsou derivace kladné, zaporné, ¢i se jim méni znaménko.
Nelze proto rozhodnout otazku konvexity a monotonie.

Piiklad 1 (c) e +siny + y* = 1, [x0, o] = [2,0]
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Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(z,y) = €™ +siny + y?> — 1. Ovéime
predpoklady Véty 22.

Fy(@,y) = ye™
Fé(az, y) = xe™ 4 cosy + 2y

Zrejme F € CH(R), F(xo,y0) = 0 a F} (0, y0) = 3 # 0.
Dle Véty 22 zadana rovnice urcuje na okoli bodu [zg, o] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, Ze
¢(zo) = yo.
Prvni derivace ¢: Do zadané rovnice za y dosadime ¢(x), rovnici zderivujeme podle z a vyjadiime
/
¢'(z).

) 4 sin (p() + )2 — 1= 0
(ple) + 24/ (@ >>ew<f>+cos< (@) ¢/ (x) + 2¢(2) - /() = 0
¢/ (@) (267 + cos () + 20(x) ) = —p(@)e?)
o plz)ee®
PO = cos (o) + 20(0)
—0-1
A= e

Druha derivace ¢: Piedpis pro ¢’ zderivujeme podle x a dostaneme nasledujici.

")+ cos (p(x) + 2¢()
A(z) = ¢ (2)e" + o(2) (p(@) + @ - () )
B'(z) = ¢ 4z (p(z) + 2/ (2)) ) —sin (p(2)) - ¢/ () + 2¢/ ()

(
") __A(z)B(z) - A(z)B'(x)
B(x)

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y = T(x) = p(xo) + ¢'(20) (& — o) = 0

Monotonie a konvexita:

Prvni i druha derivace vychéazi nulova. Na okoli bodu nemuZeme spocitat derivace funkce ¢, neb
nemame predpis a nemuzeme vyuzit vzorce z Véty 22, neb do pfedpisu pro derivaci nemtizeme nic dosadit.
Nemiizeme tedy védét, zda na okoli bodu xy jsou derivace kladné, zaporné, ¢i se jim méni znaménko.
Nelze proto rozhodnout otéazku konvexity a monotonie.

Priklad 1 (d) sin(zy) + cos(zy) = 1, [xo, yo] = [, 0]
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Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(z,y) = sin(zy) + cos(zy) — 1. Ovéime
predpoklady Véty 22.

Fy(z,y) = ycos(zy) — ysin(zy)
Fy(z,y) = x cos(zy) — zsin(zy)

Zrejme F € CH(R), F(x0,y0) = 0 a F}(x0,y0) = 7 # 0.
Dle Véty 22 zadana rovnice urcuje na okoli bodu [zg, o] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, Ze

¢(zo) = yo.
Prvni derivace ¢: Do zadané rovnice za y dosadime ¢(x), rovnici zderivujeme podle z a vyjadiime

¢ ().

sin(zp(x)) + cos(zp(z)) —1 =0
cos(vp(x)) - (p(7) +2¢'(2)) — sin(zp(2)) - (p(2) + 2¢/(2)) =0

¢ (x) (x cos (zp(x)) — wsin (vp(x))) = ¢(z) (sin (vp()) — cos (zp(x)))
p(x) (sin (zp()) — cos (zp(x)))

v() = x cos (zp(x)) — xsin (zp(x))
Hlan) = 2 =0

Druha derivace ¢: Piedpis pro ¢’ zderivujeme podle x a dostaneme nasledujici.

p(x) (sin (zp(x)) — cos (zp(x)))
:=xcos (xp(x)) — xsin (xp(z))
¥

Al(z) = ¢/ (2) (sin (¢ () — cos (z¢(@))) + p(z) (¢(2) + 2¢ (2)) (cos (zp(x)) + sin(zp(z)))
B'(x) = cos(zp(2)) — sin(zp(2)) + @ (¢(2) + 2¢/(2)) (= sin(zp(z)) — cos(zp(w)))
A'(z)B(x) — A(z)B'(x)

B2(x)

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y=T(x) = @(z0) + ¢ (x0) (x —20) =0+0-(z—7) =0

Monotonie a konvexita:

Prvnf i druha derivace vychéazi nulova. Na okoli bodu nemuZeme spocitat derivace funkce ¢, neb
nemame predpis a nemizeme vyuzit vzorce z Véty 22, neb do predpisu pro derivaci nemiizeme nic dosadit.
Nemiizeme tedy védét, zda na okoli bodu xy jsou derivace kladné, zaporné, ¢i se jim méni znaménko.
Nelze proto rozhodnout otazku konvexity a monotonie.
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Piriklad 1 (e) log(2? + y? + cos(zy)) +y = 0, [z0, 0] = [0, 0]

Implicitni funkce: Zavedme funkci F(z,y) = log(z? + y? + cos(zy)) + y. Ovéime predpoklady
Véty 22.

2z — ysin(zy)
z2 + y? 4 cos(zy)

2y — x cos(xy)
z2 + y? 4 cos(zy)

F(z,y) =

Fy(z,y) =

Ziejmé F € C1(@G), kde je dostatecné malé ot. okoli pocatku,F(zg,70) =0 a F,(w0,y0) = 1 # 0.
Dle Véty 22 zadana rovnice urcuje na okoli bodu [zg, o] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, Ze
o(z0) = Yo-
Prvni derivace ¢: Do zadané rovnice za y dosadime ¢(x), rovnici zderivujeme podle z a vyjadiime
/
¢'(z).

log(xQ—i-go( )2 + cos (zo(x (2))) + p(z
2 + 2p(2)¢/ (z) — sin (sp(2)) (@(w) <x>> ,
22+ (@) + cos (xp(z)) tele) =0
2(2) (2 + (@) + cos (ap(x)) + 20(x) — @ sin(zp(z))) = —20 + sin(zp(2))p ()
—2u + sinap(e))p(2)
5 o) + cos (5p(@)) + 29(z) — w(Ep(@))
¢ (z0) =0

¢'(z) =

Druha derivace ¢: Piedpis pro ¢’ zderivujeme podle x a dostaneme nasledujici.

A(z) := —2z + sin(ze(x))p(x)
B(x) = 2® + ¢(x)* + cos (zp(2)) + 2¢(z) — wsin(ze(z))
() = A'(z) B(z) — A(x)B'(x)

B(z)
Al(z) = =2+ cos (zp(2)) (p(z) + 2¢'(x)) @(x) + sin (z()) ¢ (2)
A,(.CL‘()) = -2
A(l’o) =0
B(xo) =
SO//(xO) — % = -2

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y =T(z) = p(x0) + ¢ (20) (x — z0) = 0

Monotonie a konvexita:

Prvn{ derivace vychézi nulova. Na okoli bodu nemtzeme spoéitat derivace funkce ¢, neb nemame pied-
pis a nemutzeme vyuzit vzorce z Véty 22, neb do predpisu pro derivaci nemiizeme nic dosadit. Nemtizeme
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tedy védét, zda na okoli bodu zg jsou derivace kladné, zaporné, ¢i se jim méni znaménko. Nelze proto
rozhodnout otazku monotonie.

Dle spocitaného je ¢”(x¢) < 0 a vime, Ze funkce ¢ ma spojitou druhou derivaci. Plati proto, Ze druha
derivace je na okoli xg zaporna, tedy funkce je v xg konkavni.

Piiklad 1 (j) e + e50@) = 2 12, [z, 0] = [0,0]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkei F(z,y) = esine® | gsin(ey) _ 2y — 2. Ovéfme
predpoklady Véty 22.

F:::(x7 y) =2z COS($2)€Sinx2 + ycos(:cy)esm(xy)
Fy(z,y) = a cos(zy)es™@Y) — 2

Zrejme F € CH(R), F(xo,y0) = 0 a F, (20,40) = —2 # 0.

Dle Véty 22 zadana rovnice ur¢uje na okoli bodu [z, yp] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, Ze
¢(x0) = Yo-

Prvni derivace ¢: Dle Véty 22 plati nasledujici.

P = G o)
¢’ (o) = —% =0

Druha derivace ¢: Zderivujme predchozi vztah pro ¢'(z) podle Véty 20 a 21.

) - D Tlwg@)  EE @) Fy(rple) = F 5 pl@)) - £, (5 p()
T o T (e plw) (Fy (@ 0(x)))*

Y (z,y) = esin? (2 cos(z?) — 4a? sin(2?) + 42? cos®(z?)) + esin(@y) (y? cos?(zy) — y* sin(zy))
Fg’y(a@, y) = F{/@ = cos (zy) esin(@) 4 o <—y sin(my)esm(:Cy) + ycosQ(xy)eSin(xy))

E) (x,y) =x (—x sin(zy)es™@Y) 4 xcosQ(xy)eSin(xy)>

;EF; (z,0(x)) = Fy, (x,0(2)) + Fy, (z,0(x)) - ()
a%F; (z,p(x)) = Fy , (2, 0(2)) + F, (2, 0(2)) - ¢'(2)
Fy . (w0, (20)) =2

Ey, (o, p(20)) = Fy/, (0, p(0)) = 1

Fy, (0, (20)) =0

aaxFé/ (20, p(0)) =1
Pl 2t

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

y=T(z) = ¢(xo) + ¢'(z0) (x — 20) =0

Matematika 2, 2024 /25 7



Monotonie a konvexita:

Prvni derivace vychézi nulova. Na okoli bodu nemuZzeme spocitat derivace funkce ¢, neb nemame pied-
pis a nemuzeme vyuzit vzorce z Véty 22, neb do predpisu pro derivaci nemiizeme nic dosadit. Nemuizeme
tedy védét, zda na okoli bodu xg jsou derivace kladné, zaporné, ¢i se jim méni znaménko. Nelze proto
rozhodnout otazku monotonie.

Dle spocitaného je ¢”(xg) > 0 a vime, Ze funkce ¢ ma spojitou druhou derivaci. Plat{ proto, Ze druha
derivace je na okoli xg kladné, tedy funkce je v x¢ konvexni.

Priklad 2 (a) 2% + 2y% + 322 + 2y — 2 = 9, [0, Y0, 20) = [1, -2, 1]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(z,y,2) = 22 +2y?> + 322> + zy — 2z — 9.
Oveérme predpoklady Véty 22.

Fy(z,y,2) =2z +y
Fy(x,y,2) =4y +
F;(x7y7z) =6z—-1
Z¥ejmé F € CY(R), F(z0, Yo, 20) = 0 a F.(x0,v0,20) = 5 # 0.
Dle Véty 22 zadana rovnice urc¢uje na okoli bodu [z, 3o, 20] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, Ze

@(z0,Yo) = 20
Derivace ¢: Do zadané rovnice za z dosadime ¢(z,y), rovnici zderivujeme podle z a vyjadiime
¢ (2,y). Pak rovnici zderivujeme podle y a vyjadiime ¢y (z,y).

2?4+ 2y° + 3p(z,y)? + 2y — o(z,y) —9=0
2z + 6p(z,y) @, (z,y) +y — @l (z,y) =0
—2r—vy
242
C6-1—1
4y + 6¢(z, y) oy (z,y) + = — @, (z,y) =0
—Ay —x
6p(z,y) — 1
8—1 7

/ e —

90;:(567 y) =
(10,1:('1707y0) 0

oy, y) =

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

T(z,y) = ¢(z0,90) + ¢ (0, y0) (z — w0) + @y (=, y)(y — yo) = 1 +0+ g(y +2)

Priklad 2 (c) sin(yz) = %7 [0, ¥, 20] = [1, Ly 1]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F'(z,y, z) = sin(yz) —Z. Ovéfme predpoklady
Véty 22.

1
F:;(xuya Z) = _;

/ _
Fy(xvya Z) - ZCOS(yZ)

T
Fi(w,y,2) = ycos(yz) +
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Zrejmé F € C'(R), F(z0,0, 20) = 0 a F/(x0,10,20) = 1 # 0.
Dle Véty 22 zadané rovnice ur¢uje na okoli bodu [zg, yo, 20] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, ze

90(3307?/0) = 20-
Derivace ¢: Podle Véty 22 plati nasledujici.

F;, (z0, y0, (0, Y0)) —1
’ x I 9 )
To,Y0) = — -7 !
(0, Yo) F! (20,90, ¢(x0,0)) 1
o (0. 40) = — Ly T0v0, 2@ 10) 0 _ g
y F (w0, yo0,¥(T0,%0)) 1

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.
T(x,y) = (w0, y0) + (0, y0) (x — 20) + ¢y (20, ¥0)(y —wo) =1+ (z = 1) +0 ==z

Priklad 2 (d) —e' + eVF 4 e = etV [1’0, Yo, ZO] = [0’ 2, 0]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(x,y, z) = —e™¥ + e¥* + %% — ™%, Ovéime

predpoklady Véty 22.

Fy(2,y,2) = —ye™ + ze™ — yze™?
Fy(x,y,z) = —we™ 4 ze¥* — wze™*
Fl(z,y,2) = ye¥* + ze™® — zye™?
Z¥ejmé F € CY(R), F(xo, Y0, 20) = 0 a F.(x0,v0,20) = 2 # 0.
Dle Véty 22 zadana rovnice urc¢uje na okoli bodu [z, 30, 20] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, Ze

o(w0,Yo) = 20-
Derivace ¢: Podle Véty 22 plati nasledujici.

F; (20,90, p(z0,%0)) _ —2
/ €T I ) )
Zo,Yo) = — =5 =1
#a (%0, 90) F! (x0, Y0, ¢(z0,v0)) 2
/
o, (0, o) = — 22 (ro, o, e, ) 0 _
F! (20, y0, (20, Y0)) 2

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

T(z,y) = (20, 90) + ¢ (0, y0) (x — w0) + ¥y (0, 90)(y — y0) =0+ 1(z = 0) +0(y —2) =z
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Priklad 2 (e) 7 = log £, [z0, Y0, 20] = [0,1,1]
Implicitni funkce: Anulujme rovnici a zavedme funkci F(z,y,z) = £ — log ~. Ovéime predpoklady

Véty 22.

Z¥ejmé F € CY(R), F(z0, Y0, 20) = 0 a F!(x0,v0,20) = —1 # 0.
Dle Véty 22 zadana rovnice urc¢uje na okoli bodu [z, 30, 20] implicitné zadanou funkci ¢ a plati, Ze

<P($0,y0) = 20-

Derivace ¢: Podle Véty 22 plati nasledujici.

@ (%0,50) = —

(P;/(x[), yO) ==

F;, (20,0, ¢(0, yo)
F! (20,90, ¢(z0, y0)
Fy (20, yo, (0, Yo)
F! (w0, yo, ©(z0, o)

Teéna nadrovina: Dosadime do definice.

T(z,y) = ¢(z0,90) + ¢ (%0, y0) (x — o) + ¥} (0, 0)(y — o) = 1+ (z —0) + (y — 1)

) _
)
) _
)

1
-1
1

1

=1

1
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